Kuba Skatbania — Wstep do logiki rozmytej

LOGIKA BOOL'A

Logika Bool'a (symboliczna) to logika, do jakiej zdagzylismy sie przyzwyczai¢ na lekcjach
matematyki w szkole sredniej. Jej historia siega roku 1847, kiedy George Bool pierwszy raz
zastosowatl w logice zbiér symboli pozwalajgcych na dziatania podobne do tych znanych z
arytmetyki. Przez dziesieciolecia byta niedoceniana, jej zastosowania zostaty "odkryte” na nowo
wraz z rozwojem pierwszych komputeréw. System logiczny Bool'a bazuje na arytmetyce binarnej,
ma jasno okreslone "sztywne" wartosci (ang. crisp extremes): tak-nie, prawda-fatsz, 1-0. Wartosci
te zwane sg réwniez progami lub poziomami decyzji. Rozszerzeniem logiki Bool'a jest logika
wielowartosciowa, w ktérej mamy do czynienia z kilkoma sztywnymi progami, np: 0-0.5-1.
Przyktadem jest logika trzywartosciowa, ktorej autorem jest polski matematyk Jan tukaszewicz.
Chociaz takich progéw moze by¢ duzo, nadal sg to wartosci scisle zdefiniowane i nie jesteSmy w
stanie okresli€ poziomdéw “"pomiedzy". Sg to ograniczenia logiki sztywnej (ang. crisp logic),
ktérych nie ma logika rozmyta.

LOGIKA ROZMYTA

Logika rozmyta (ang. fuzzy logic) zostala stworzona i zaprezentowana w 1965 roku przez
profesora Lotfi Zadeh'a z University of California w Berkeley.

Zasadniczg r6znicg w stosunku do logiki sztywnej jest istnienie stopni prawdy (ang. degrees of
truth), czyli standw, dla ktérych niektére dane wejsciowe sg tylko czesciowo prawdziwe. Bywa
tak, ze jedno "wejscie" jest zaréwno prawdziwe jak i fatszywe (w pewnych stopniach). Logika
rozmyta, podobnie jak logika Bool'a, stala sie¢ matematycznym odzwierciedleniem instrukcji
jezykowych (ang. linguistic statements). Jednak w przypadku tej drugiej instrukcje te sg blizsze
realnym, tzn bardzo czesto sg niejasne i mato konkretne.

Aby lepiej to ukaza¢ postuze sie przyktadem, ktéry w opracowaniach poswieconych logice
rozmytej wystepuje réwnie czesto, jak stynne "Hello World!". Przyjmijmy, ze osobe majgca 190cm
wzrostu uwazamy za wysoka, 175 cm za $rednio wysoka, a 155 za niskg. Co wobec tego mozna
powiedzie¢ o osobie majagcej 165 cm? Jest juz Srednio wysoka, czy moze jeszcze niska? Dla
kogo$ o wzroscie 190 cm z pewnoscig jest niska, natomiast dla oséb z trzeciej grupy jest "raczej
wysoka". Jezyk mnozy sie od takich niescistosci, ktérych interpretacja zalezy od konkretnej
sytuacji. Poniewaz logika rozmyta ma by¢ odzwierciedleniem instrukcji jezykowych, nie moze
zawiera¢ $cisle okreslonych progow.

Logika rozmyta jest nadzbiorem logiki sztywnej.

ZBIORY | FUNKCJE PRZYNALE ZNOSCI
Rozwazmy zbiér A wszystkich liczb miedzy 5 10:
A={xeR]|] 5<x <10}
i funkcje odwzorowujgcg zbidr liczb rzeczywistych na zbiér dwuelementowy (m : R -> {0, 1}) dang
wzorem:
f = { 1 <= 5<x<10
{ 0 <= xg(5, 10)

Funkcja ta nazywa sie funkcj g przynale znos$ci lub funkcj g charakterystyczn g. tatwo mozna
zauwazy¢ powigzanie m z logikg Bool'a. m przyjmuje warto$¢ 1 (prawda), jesli x nalezy do zbioru
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A oraz wartos¢ 0 (falsz) w przeciwnym razie.

Rozwazmy teraz zbior B taki, ze B = {X e R | x jest bliskie 8}. Poniewaz wyrazenie "bliskie 8" nie
jest precyzyjne (jest rozmyte), nie istnieje jednoznaczna funkcja przynaleznosci. Mozna jednak
stworzy¢ takg funkcje m, biorgc pod uwage nastepujgce wymagania:

1. m@8)=1

2. im |x]| jest blizszy 8, tym bardziej m(x) zbliza sie do zera

3.8 -x1| = |x2 - 8] = m(x1) = m(x2).

Latwo zauwazy€, ze istnieje nieskonczona ilos¢ takich funkcji.

ZBIOR ROZMYTY
Zbior rozmyty F z uniwersum X jest zdefiniowany jako odwzorowanie m : X -> [0, a]. Je$li a = 1,
méwimy o normalnej logice rozmytej . Zbiér F moze by¢ definiowany przez zbiér krotek
podwadjnych (par uporzadkowanych):

F={(x, mMx)) | x &.X
gdzie m jest funkcjg przynaleznosci odwzorowujgcg X w przestrze n przynale znosci M, a m(x)
jest stopniem prawdy. Jezeli przestrzen przynaleznosci M zawiera tylko wartosci 0 i 1, to zbiér F
nie jest rozmyty, a m jest jego funkcjg charakterystyczng. Dlatego logika dwuwarto$ciowa jest
podzbiorem logiki rozmytej.

ARYTMETYKA LOGIKI ROZMYTEJ
W logice Bool'a wyniki wyrazen AND, OR i NOT sg dobrze znane i zawsze takie same (Tab. 1).

a b AND OR
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Tab. 1 Wartosci AND, OR w logice Bool'a

Jakg wartos€ bedzie mialo natomiast wyrazenie AND dla dwé6ch danych wejsciowych, z ktérych
kazda moze by¢ prawdziwa w innym stopniu? Tego nie wiemy. Dlatego w logice rozmytej stosuje
sie zasade min-max [4]. AND jest definiowane jako min(x1, x2, ..), OR jako max(x1, x2, ...), a
NOT jako 1 — x.

a b AND OR

X1 X2 min(Xy, Xo) max(X1, Xo)

Tab. 2 Wartosci AND, OR w logice rozmytej
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W przypadku ,klasycznych” danych wejsciowych (0 lub 1) mamy oczywiscie do czynienia z
normalnymi operatorami AND i OR.

FUZYFIKACJA

Rozmycie (ang. fuzzification) to proces polegajacy na przeksztatceniu sztywnych danych
wejsciowych na dane rozmyte, uzywajgc wczesniej ustalonych funkcji przynaleznosci. Positkujgc
sie przyktadem ze wzrostem ludzi, wartos¢ powyzej 190 cm zostanie przeksztatlcone w ,wysoki”.
Pierwszym etapem rozmycia jest przypisanie wszystkim sztywnym wartosciom ze zbioru
wejSciowego odpowiadajgcych im etykiet rozmytych (fuzzy labels). W przeciwienstwie do logiki
klasycznej, etykiety te nie okres$lajg wartosci krahcowych a raczej obszary, gdzie dane wejsciowe
stopniowo zmieniajg sie od bardzo pasujgcych do zupelnie niepasujgcych. Z tego wzgledu
wyrdzniamy 3 ksztatty wykresOw funkcji przynaleznosci:

Trojkatny Trapezoidalny Singleton

Rys. 1 Rodzaje wykreséw funkcji przynaleznosci

Funkcje o wykresach tréjkatnych i trapezoidalnych sg uzywane najczesciej, poniewaz sg one
okreslane bardzo prostymi rownaniami i dobrze odzwierciedlajg stopnie przynaleznosci.
Singeltony natomiast sg zazwyczaj uzywane do opisywania danych wyjsciowych (po
defuzyfikacji). Na wszystkich wykresach 0§ Y opisuje poziom przynaleznosci, a 0$ X jest skalg
dla danych wejsciowych. Jak wida¢ na wykresach trojkgtnym i trapezoidalnym, dane wejsciowe
mogg naleze¢ do wiecej niz jednego zbioru rozmytego. W przykiadzie ze wzrostem wartos¢
185cm bytaby ,troche $rednia, ale jeszcze nie catkiem wysoka”.

STOSOWANIE REGUL

Po rozmyciu danych wejsciowych w systemach bazujgcych na logice rozmytej stosuje sie zasady
JESLI = TO” (IF ...THEN), np. JESLI warto$¢ = 180cm TO wzrost = éredni. Latwo zauwazyé, ze
zasady te nie uformujg prostego systemu zaleznosci, poniewaz ich stosowanie réwniez
uwzglednia funkcje przynaleznosci, ktére nie sg funkcjami liniowymi. Ponownie, jedna warto$¢
moze byé sklasyfikowana jako ,czesciowo SREDNIA, ale jeszcze nie catkiem WYSOKA”. Po
zastosowaniu regut do wszystkich danych ze zbioru wej$ciowego, rozmyte zbiory sg sumowane,
dajgc w ten sposo6b zbiér wynikowy wnioskowania rozmytego
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DEFUZYFIKACJA

Defuzyfikacja to proces polegajac na przeksztatceniu wynikowego zbioru rozmytego powstatego
w procesie stosowania regut z powrotem na zbidr liczb rzeczywistych. Do tego celu stosuje sie
najczesciej jedng z nastepujgcych dwoch metod:

- metoda $rodka ciezkosci

- metoda najwiekszej wartosci funkcji przynaleznosci



